DIFFERENCIALEGYENLETEK MEGOLDASA ANALOG SZAMITOGEPPEL

Az analdég aramkorok korében Iéteznek olyan eszk6zok, amelyek
képesek matematikai miveletek elvégzésére. A matematikal
valtozokat aram vagy feszultség reprezentalja, mig a miuveletet
elvégzését egy adott elektronikail kapcsolas biztositja.

Hogyan képesek az analdg aramkorok matematikai miveletek
elvégzésére? Mivel ezeknek az eszkdozoknek a mukodését is
matematikal modszerekkel 1irjuk 1le, nyilvanvaldé, hogy minden
kapcsolas matematikai 6sszefuggéseknek, egyenleteknek felel meg.
Az analog elektronika nagy eldnye, hogy viszonylag egyszerlen
igen sokféle kapcsolas kialakithatd és igy sokféle egyenlet
reprezentalhaté. Az egyes egyenleteket realizalé és megoldd
aramkoroket analdg szamitogépeknek nevezzik.

A muveletek elvégzését passziv (ellenallas, kondenzator,
didda, stb.) és aktiv aramkori elemek (tranzisztorok, erositok)
végzik. Az egyik leghatékonyabb eszk6z a miveleti erosito,
melynek felhasznalasaval koénnyen megvaldsithatd aramok és
fesziltségek 0Osszegzése, kivonasa, szammal vald szorzéasa,
integraléas, differencialas, logaritmalas, stb. Léteznek ezenkivul
analég szorzé aramkorok is, amelyekkel két feszultség szorzatat
képezik, TFuggvénygeneratorok, amelyekkel specialis 1dofiuggo
mennyiségek allithatdék eld. Fontos még megemliteniunk az A/D és
D/A konvertereket, amelyek segitségével a feszultségek digitalis-
analég atalakitasa végezhetdo el, i1gy a kapcsolasba és mérésbe
digitalis elemeket, szamitégépet is bevonhatunk.

Az alkalmazasi korlatokat elsOsorban az egyes aramkorokkel
elérhetd pontossag jelenti. A felhasznalaskor tudnunk kell azt
is, hogy a miveletek nem veégezhetok el barmilyen nagysagu
fesziltségeken, a feszultségtartomany korlatozott (elstsorban az
aktiv elemek tapfesziltsége miatt). Ha ezt a tartomanyt
tallépjuk, hamis eredményt kapunk. Hasonloképpen a jel iddbeli
valtozasanak is egy bizonyos korlat alatt kell maradnia, mivel
az aramkori elemek nem képesek tetszolegesen gyors jelek pontos
feldolgozasara.
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A kovetkezokben néhany alapvetd mivelet realizalasat
tekintjuk at.

1.1. Feszultségek 0sszegzése és kivonasa

A legegyszerilbb eszkdz fesziultségek sulyozott O6sszegének
elGallitasara a két ellenallasbol allo ellenallasosztdé. Ez az
elem az U,,U, Fesziltségekbol a kovetkezo fesziultséget allitja
eld
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A kapcsolas hatranya, hogy az dsszeg feszultég mindenképpen
a két bemend fesziultség ko6zé esik, i1gy tehat az tényleges
0sszegnek csak egy konstansal vald szorzatat kaphatjuk meg. R;=R,
esetén példaul

A masik hatrany, hogy az igy kapott fesziultséget ujabb
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ellenallasosztoba vezetve a masodik osztd befolyasolja az elso
mukodéset.

Ezeket a hatranyokat csak aktiv aramkoéri elemekkel,
erOsitdkkel kiiszobdlhetjuk ki. Az aktiv sz6 éppen arra utal, hogy
a bemen® feszultséget (pontosabban tel jesitményt) megnévelhetjiuk.
Az energiamegmaradas torvénye szerint ehhez természetesen szikség
van egy energiaforrasra is, ezért az aktiv aramkori elemek kilso
tapfesziultséget igényelnek.

A muveleti erositdo felhasznadlasaval két feszlultség
Osszegzeését és kivonasat a 2.abran lathaté modon végezhetjik el.
A kapcsolas egyszerilien kiegészitheto tobb feszultség 6sszegzésére
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1.2. Feszultség szorzasa szammal

Ha az (1) egyenletben az U, fesziultséget nullanak
valasztjuk, akkor lathatjuk, hogy az ellenallasoszto alkalmas a
bemend U, fesziltség 0 és 1 kozé esO szammal vald szorzasara

— RZ
U=y (€))

Most 1is 1igaz, hogy ha O0-nal kisebb vagy 1-nél nagyobb
szammal akarunk szorozni, akkor miveleti erositot célszerld
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alkalmaznunk. Két alapvetd kapcsolas lathaté a 3.abran.
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1.3. Feszultségek szorzasa

Két feszultség szorzasat célszerlen az integralt formaban
beszerezhetd analdg szorzé aramkorokkel végezhetjuk el. Ez az
aramkor lIényegesen bonyolutabb elven mikodik, mint az eddig
targyalt aramkorok. Az analdég szorzo aramkori jelolése az 6.abran
lathat6. A szorzdé aramkér fontos eleme az analdg aramkorokkel
valé modellezésnek, felhasznalasaval készithetd hatvanyozo,
osztd, gyokvond aramkor is [].-

1.4. Feszultségek differencialasa és integralasa

Fizikai jelenségek modellezésében nagyon fontos a
feszultségek 1do szerinti differenciadlhanyadosanak es
integraljanak a képzése. Ezeket a feladatokat mlveleti erdsito
felhasznalasaval viszonylag egyszeriten elvégezhetjuk.

A differencidld és integrald kapcsolas legegyszeribb
valtozata lathat6 a 4.abran. Az analdg aramkori modellezésben az
integralas a  fontosabb, mert az integralo kapcsolas
elektronikailag stabilabb, pontosabb a differencialénal. Emiatt
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a differencialasokat lehetb0ség szerint integralasokka célszerl
atalakitanunk (példaul differencialegyenleteket
integralegyenletekké).

Nézzuk meg egy kicsit részletesebben az integrald kapcsolas
(mds néven integrator) mikodését a 5.4bra alapjan. A mlveleti
erosito két alapvetd tulajdonsagat hasznaljuk fel a kapcsolas
elemzéséhez. Az egyik, hogy a bemenetekbe nem folyhat aram
(gyakorlatban igen kicsiny aram folyik csak, tipustol fluggden kb.
pA-tol pA-ig). Masrészt az U,; kimeneti fesziultség a bemeneteken
levDo U, és U_ fesziultségektdol az alabbi médon flgg
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= A, (U, - U) (4)

ahol az A, nyilthurkd erfsités 1igen nagy érték, 10°-10’
nagysagrendbe esik. Ez azt is jelenti, hogy normalis mikodés
esetén U, és U. gyakorlatilag egyenld, pontosabban csak
Ui/A.=U; 710> értékkel térnek el egymastél. U,; a gyakorlatban
altalaban a +10 Volt tartomanyba esik.

Ezeket a tulajdonsagokat felhasznalva egyszerilen
kiszamithatd az iIntergrator Kkimeneti Tfesziltsége a bemeneti
fesziltség ismeretében. Az R ellenallason és a C kondenzatoron
azonos | aram folyik, mivel az A jell pontbdél a miveleti erosito
bemenetébe nem folyhat aram. Mivel U,=U =0, ezért az aramra a
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Mivel ez megegyezik a C kondenzatoron atfolydé arammal,
kiszamithatjuk a kondenzatoron esto U, fesziultséget is. Ha a
kondenzatoron a t=0 idopillanatban U, fesziultség volt, akkor
mivel t 1d0 elteltével az atfolyd aram

AQ(t)==fI<t)dt (6)
toltést halmozott fel rajta, i1gy az U, feszultségre

fI(t)dt (7)

Felhasznalva (5)-6t, és azt, hogy U,;=U,-U=-U,

ahOl Uki(O):—UCO.
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U, (E) = Uki(O)—ﬁlUbe(t)dt (8)

Az integralas kezdeti feltételét ugy allithatjuk be, hogy
a kondenzatort a kivant U,;(0) fesziultség (-1)-szeresére toltjuk
fel. Ehhez a kapcsolast ki kell egészitenink néhany elemmel.
Ezenkivul célszerli még a kapcsolast ugy moédositani, hogy az
integralas kezdetét vezérelhessuk. Illyen kapcsolast mutat a
6.abra. Ha a K kapcsol6é a felso allasban van, akkor a kimeneti
fesziultség néhanyszor R,C 1d0 alatt a -U, értékre all be (ez lesz
egyben a kezdeti fesziultség), ha K az also allapotba keril, akkor
megkezdodik az integralads, és egészen K nyitasaig tart.




2. Differencialegyenletek megoldasa

Eddig lathattuk, hogy aramkoérokkel matematikai miveleteket
végezhetunk el. Hasznalhatnank ezeket az aramkoroket elemi
mennyiségek, 0sszegek, sorzatok , stb kiszamitasara, de erre a
célra sokkal alkalmasabbak a kalkulatorok és mikroszamitogépek
nagyobb pontossaguk és értéktartomanyuk miatt.

Az analdg miveletvégzd aramkoéroket elsosorban fizikai
jelenségek modellezésére, differencidlegyenletek megoldasara
célszerl hasznalni. Ezeket a feladatokat digitalis
szamitégépekkel is megoldhatjuk, de az analdg szamitogépek
esetében a jeleket nem kell digitalizalni, diszkrét lépésekre
lebontani, és a megoldast igen gyorsan képesek szolgaltatni.

A kovetkezokben megmutatjuk a diffenecialegyenletek analdg
aramkorokkel valé megoldasanak néhany alapvetd esetét. A
meghatarozandé y(x) mennyiségnek a modellezés soran az U(t)
1dofuggo feszultség felel meg. A t 1d0 az x fuggetlen valtozéval,
az U fesziultség pedig az y mennyiséggel aranyos

_ 1
X—?t
= y(x) = ule) €C))
:i(] UO
v i
Ezt a formulat hasznal juk arra, hogy a

differencialegyenletet atirjuk olyan alakavd, hogy azt a
valésagban realizalni tudjuk. Ezt azért kell megtenni, mert az
elérhetd feszultség- és idotartomanyon belul kell maradni a
megoldas soran. Az atalakitas abban all, hogy az x és vy
mennyiségekrol a t és U mennyiségekre térink at. Az U, és 1
konstansokat ugy valasztjuk meg, hogy a megoldas soran a kivant
tartomanyban kapjuk meg az eredményt.

2.1. ElIsOrendlu egyszerlu differencialegyenlet
Az egyik legegyszeribb differencialegyenlet alakja a
kovetkezo
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- rix) (10)
ax

Az egyenlet megoldasanak altalanos alakjat integralassal
adhatjuk meg

vix) = y(0)+[£(x)dx (11)

Bevezetve a t=1x és U=U, y valtozot, a (11) formula alakja

Ult) = u(o) +ion'f (E) dt’ a2
T 5 T

Ez a formula mar egyszerlen realizalhaté. Célszerl a T
paraméter értékét az integrator RC idoallandéjanak valasztani -
ahol R és C az iIntegratorban szerepld ellenallas és kapacitas
értéke -, ekkor a megoldas a 6.abran lathatdé médon végezheto el.

UA(L) ) U

-1 -|

A Teladat megoldasahoz az Ff(x) fuggvénynek megfeleld

idofuggo U, F(t/1) Teszultséget kell eldallitanunk, ezutan az
aramkor kimenetén kapjuk meg az egyenlet megoldasat.

2.2. Egyszeru elsOrendu differencialegyenlet megoldasa
A TfTizikdban 1gen gyakran elofordul az alabbi alakd
differencialegyenlet

ey (13)
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Ilyen médon irhatdé le példaul egy kornyezeténél melegebb test
lehilése, radioaktiv bomlas intenzitasanak 1dofugése,
kondenzatoron levo fesziultség i1dobeli csotkkenése, stb. Ennek az
egyenletnek a megoldasa

y(x) = y(0) -ekx (14)

Analdg szamitéogéppel is megkaphatjuk a megoldast, ha az
egyenletet integralegyenletté alakitjuk

v (x) =y<o>—k]y<x>dx (15)
Bevezetve az x valtozo helyett a t=1x 1dot (legyen 1=RC, az
integrator idoallanddja), az y helyett az U=U, y fesziultséget

Ult) = U(O)—ﬁfU(t)dt (16)

Ezt az egyenletet az x.abran lathatdé kapcsolas reprezentalja.

U k- U(t)

k
®)

- S [Uat

Hogyan mukodik ez a kapcsolas? Tegyuk fel, hogy az A ponton
az U(t) fesziultség van. Sziukségunk van az U(t) fesziltség k
konstanssal valdé szorzatara, ezt kapjuk a B ponton. Ezt a
fesziltséget integralva megkapjuk az egyenlet jobb oldalan allo
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tagokat. Az U(0) tagot az integralas kezdeti feltételével
allithatjuk be. Mivel az egyenlet baloldalan és jobboldalan allo
mennyiségek megegyeznek, ezért a C és A pontokat egy vezetékkel
Osszekotjuk.

Ha biztositjuk, hogy az integrator Kkezdeti Kkimendo
fesziltsége -U(0) 1legyen, akkor az integralds inditasaval
eldallithatjuk az egyenlet U(t) megoldasat az ido fuggvényeként.

Megjegyezziuk, hogy ha t1=RC/k szerint valasztjuk meg a Tt
paramétert, akkor a kapcsolasbdl elhagyhatjuk a k-val szorzé

tagot is, tehat a feladat egyetlen integratorral is megoldhaté.
2.3. A csillapodé rezgés differencialegyenletének megoldasa

A csillapodd rezgéseket a kovetkezd alaku masodrendld
differencialegyenlet irja le

d’y

ay - 17
o P TYy o an

Analog szamitogéppel vald megoldashoz most is at kell térnink az
X,y mennyiségetkrol a t idore és U feszlultségre a t=1x és U=U.y
Osszefuggések felhasznalasaval. Ekkor

_d _ 'E_d d2 _ 12 d2
dx dt dx? dt? (18)
V(%)—-U(ﬂ
1gy a kovetkezo differencialegyenlethez jutunk
, d?U(t) du(t) _ 19
L +1P a5 +yU(t) =0 (19)

Emeljuk ki a differencialast nem tartalmazé tagot,
szorozzunk 1/1-val és integraljunk 1d0 szerint

itt U, integralasi konstans.
Ujabb atrendezéssel
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1 _ (. drue du(t)
U, T{yU(t)dt ﬂr = -pai 20)
e
U, (6) +BU(L) =—rwgf) (21)

ahol bevezettik a

C@(t)=—U{=1fyU(t)dt (22)
‘EO
mennyiséget. Ismét szorozva 1/1-val és integralva jutunk
tz
@—%f[%(w+ﬁUHﬁ]=cﬂt) (23)

0

itt U, a madsodik integralasi konstans.

Az (23) egyenlet megoldasat kaphatjuk meg, ha el0szor
eldallitjuk az U, mennyiséget, majd behelyettesitjuk a (23)
egyenletbe. Ennek analdég szamitdégépes realizalasa lathaté a
x.abran.

Az U(0) és du/sdt(0) kezdeti Tfeltételeket 1ismerve
beallithatjuk az U,, U, integralasi konstansokat. Egyszerlen
lathat6, hogy U,=U(0). Mivel

au(t) _ 1
= ;-H&(t)+ﬁU(t)] (24)
gy
du(t) _ _1 - Lry-Bu
= = -?[c@<o)+BU(o)] T[ ,~BU(0)] (25)

0
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EbbGl tehat az U; értéke is kiszamithatd.

2.4. Az analog szamitogépes differencialegyenlet-megoldas
fobb 1épéseinek dsszefoglalasa

1. Az x,y valtozékrol térjunk at a t 1dore és U feszultségre
az alabbiak szerint

L
* u(t) (26)

U o

1
UO

ahol 1 és U, szabadon véalaszthatd paraméter. Ertékiket ugy
valasszuk meg, hogy az x és y valtozé tartomanyanak megfeleld t
és U tartomany beleférjen, és lehetd legjobban kitéltse az
aramkorok tulajdonsagai altal rendelkezésre allé tartomanyt. Ez
elsOsorban a fesziultségre vonatkozik, mert U értékének az aramkor
minden pontjan U, és U, kozé kell esnie. U,, és U, értékeit az
aktiv elemek (miveleti erOsitok) tapfesziultsége hatarozza meg.
A T paraméter értékének sok esetben célszerl az iIntegratorok
idoallandgjat valasztani.

2. Az egyenletet alakitsuk at integralegyenletté. Ezt a
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Iépést a t és U uj valtozdék bevezetése eldtt is megtehetjik.

3. Realizaljuk az egyenletnek megfeleld kapcsolast. A
kapcsolds oOsszeallitasakor torekedjunk arra, hogy minél
egyszerlbben, minél kevesebb aramkoéri elem felhasznalasaval
oldjuk meg a problémat. Nagyobb kimend ellenallasu jeleket ne
kossunk kozvetlenul o6sszegzOk, integratorok bemeneteire. Ilyen
esetekben hasznal junk egyszeres erositésl elvalasztd erositoket.

4. Allitsuk be az integratorok kezdeti feltételeit. Vegyuk
figyelembe, hogy az integrator kimenete véges 1d0 alatt all be
a kivant értékre. Ezt az integratorok kimenetein a fesziltség
mérésevel ellendrizzik.

5. Az integratorok kapcsoldéit azonos idopillanatban
kapcsolva inditsuk az egyenlet megoldasat. Célszerd minden
kapcsolot ugyanazzal a jellel vezérelni.

6. A mérést a kapcsolas lehetd legtobb pontjan célszerl
elvégezni, igy az esetleges fesziultség-tulcsordulasokat
észleljhetjuk.

3. A mérés menete

A feladatok megoldasanak elve az x.abran lathat6é. EI10szor
megtervezzik és 6sszeallitjuk a differencialegyenletet realizalo
kapcsolast, majd a vezérld és mérési pontokat a szamitogépes
mérorendszerhez csatlakoztatjuk. A vezérlési pontok az integralas
inditasat vezérld K kapcsoldok és az integratorok Kkezdeti
feltételének megadasara szolgalé pontok. A K kapcsoldkat a
szamitégép digitais kimenetére kotve az egyenlet megoldasanak
kezdetét a méroprogrambol vezérelni tudjuk. A kezdeti feltételt
a szamitogéphez illesztett D/A konverterrel allithatjuk be. A
mérendd pontokat az A/D konverter bemeneteire kossuk.

Az integralas vezérléséhez a programban adjuk meg a mérés
elotti és mérés alatti allapotokat. A mérés elott legyen a
vezérld bit értéke 0, ekkor az integratorok kimenetei beallnak
a kezdeti Tesziltségre. Allitsuk a D/A konverter kimenetét a
kivant kezdd értéknek megfelelden. Vegyuk figyelembe, hogy az
integratorok kimenetének kezdoértéke -U,, (lasd 1.4 fejezet
masodik része). A mérés kozbeni értékek definialasanal CO=1-et
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Személyi
szamitogép
Digitalis port D/A konverter A/D konverter
Integratorok Kezdeti feltétel U@

vezérlése

Analog szamitogep

adjunk meg, 1gy a mérés inditasakor CO logikai O allapotrodl
logikai 1 allapotra valt, és az integralas ekkor indul meg. A D/A
kimenet mérés alatti eértékét a mérés elottivel azonosra
definialjuk.

A mérés inditasa eldott még a mérendd bemeneteket, az adatok
szamat és a mérési i1dotartamot is adjuk meg.

4. Fel adat ok

1. Mérjuk meg az integratorok 1 1iddallandéjat 1 Volt
konstans feszultség integralasaval.
2. Oldjuk meg analog aramkorokkel a

dy

= = -ky(x) (27)

differencialegyenletet az x,=1, X,=10 tartomanyban, k=7, y(x;)=12
feltétel mellett. Abrazoljuk az y és log(y) mennyiségeket Xx
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fliggvényében a megadott tartomanyban. Az analitikus megoldas
ismeretében abrazoljuk a mért adatok hibajat.

3. Oldjuk meg analdég aramkorokkel a csillapoddé rezgés
differencialegyenletét. A megoldast y=1, pB=0.5 és y=1, [=0.1
esetekre végezzik el. Kezdetben a kitérés legyen egységnyi, a
sebesség pedig nulla.

Hatarozzuk meg a csillapodasi tényezot és a csillapodo
rezgés periodusidejét. Abrazoljuk a kitérést az idd fuggvényében
néhany periodusidonyi tartomanyban. Az analitikus megoldas
ismeretében abrazoljuk a mért adatok hibajat.

5. Kérdések

1. Milyen hibakkal kell szamolnunk a differencialegyenletek
analég aramkorokkel valdé megoldasa soran?

2. Milyen lesz a kimend jele ha az integratornak, ha
bemenetére konstans feszultséget kotunk? Mi torténik, ha a
bemenetet lefoldel juk?

3. Egy R, ellelallason U(t) fesziultséget vezetunk egy RC
idéallandoju integrator bemenetére. Milyen lesz a kimeneti
feszultség i1dofuggese?

4. Hogyan oldhaté meg a

ey (28)

differencialegyenlet differenciald koérrel? Hogyan adhaté meg a
kezdeti feltétel?

5. Adjuk meg a kbvetkezo elsOrendu csatolt
differencialegyenlet-rendszer megoldasat elvégzo aramkor
kapcsoléasat.

dy
o - R
(29)
dy.
2 = k,v,

dx



